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$1. EINFiiHRUNG UNDRESULTATE 
IN SEINER Arbeit iiber den Narrenhut [15] hat Zeeman die Vermutung ausgesprochen, 
dal3 K x I fiir jedes kompakte, zusammenziehbare Polyeder K der Dimension 5 2 
sttickweise linear ( = p.f.) kollabiert. Diese Zeeman-Vermutung impliziert bekanntlich 
die 3-dimensionale Poincare-Vermutung. Ein jiingst erzieltes Resultat von Gillman 
und Rolfsen ([6], Satz 4) besagt tiberdies, dal3 die Zeeman-Vermutung fur gewisse 
Standardkollabierretrakte dreidimensionaler Mannigfaltingkeiten sogar zur 3-dimen- 
sionalen Poincare-Vermutung Bquivalent ist. 
Wir behandeln im folgenden die verallgemeinerte Frage, wann fur zwei kompakte, 
zusammenhangende Polyeder K’, L’ 
K2 x II L* gilt. (1) 
Da wir unter K”, L” usw. in dieser Arbeit Polyder der Dimension 5 n verstehen 
wollen, ist das urspriingliche Zeeman-Problem dabei fiir den Fall einpunktiger L 
miterfagt. 
Wenn (1) erfiillt ist, folgt wegen 
KfKxIlL, (2) 
daG’K und L durch formale p.l.-Deformationen ineinander iiberfiihrt werden klinnen, 
bei denen nur Erweiterungen und Kollapse der Dimensionen zs 3 auftreten (K* AL*), 
d.h. es gilt: 
K* x IL L*JK*AL*. (3) 
Wann K’, L* die Eigenschaft K’A L* besitzen, ist ein zentrales Problem des 
einfachen Homotopietyps in niederen Dimensionen, das hier kurz umrissen sei: 
Haben die kompakten, zusammenhingenden Polyeder K” und L” denselben 
einfachen Homotopietyp (K” A L”), so gilt fur n+ 2 nach Wall [ll], da8 sie durch 
formale Deformationen der Dimension 5 n + 1 ineinander uberfiihrt werden konnen 
,,-I 
(K” /I L”). Im Falle n = 2 ist hingegen nur die Dimensionsschranke 
K?fi L?_$,K? r;, L? 
(4) 
bekannt. Ferner ist K’ /I L’ gleichwertig damit, da0 Prasentationen von T,( K*) und 
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T,(L’), die von K’ und L’ in ublicher Weise abgelesen werden mogen, durch 
sogenannte Q**-Trunsformutionen auseinander hervorgehen (s.z.B. Metzler [9] und 
Wright [13]). Da8 bei (4) die Dimensionsschranke zu 3 verbessert werden kann, ist die 
Verallgemeinerung einer Vermutung von Andrews und Curtis [l], deren Giiltigkeit 
sogar in ihrer urspriinglichen Beschrankung auf zusammenziehbare Komplexe bis 
jetzt offen und durchaus fraglich ist (s. die Diskussion in [9]). 
Nach diesen Erlauterungen kann das Hauptergebnis der vorliegenden 
angegeben werden, namlich, da8 die notwendige Bedingung K’A L’ aus (3) 
“im wesentlichen” such hinreichend ist: 
Arbeit 
fur (1) 
SATZ 1. Fur kompakte, zusammenhangende Polyeder K’, L’ ist K’A L’ 
wertig mit der Existenz eines K,‘, welches aus K’ durch ( IS 2-dimensionale) 
terungen hervorgeht (K’f K,‘) und 
gleich- 
Erwei- 
fur ein zu L’ p.1. homijomorphes L,” erfiillt. 
Insbesondere ist also die Zeeman-Eigenschaft K,’ x IL* fur geeignete Erwei- 
terungen K,’ von Komplexen K’ mit KZA* erftillt. Solche K’ sind z.B. a) alle 
Kollabierretrakte der dreidimensionalen Kugel D-’ (s. [9], (5) und (6)), sowie p) die 
Standardkomplexe zu Q**-trivialen Prasentationen. Unter a) und p) fallen die 
Standard-komplexe von 
{a, blaPbq, a’b”}mit (6) 
fiir die es bisher nur in Spezialflllen gelungen ist, die Zeeman-Eigenschaft ohne 
Erweiterungen K’ f K5 su zeigen, s. Lickorish [8]. 
Nattirlich entsteht die Frage, wann die Erweiterungen bei Satz 1 in Wirklichkeit 
entbehrlich sind, denn schon der Nachweis von K2 x II* fiir K’ /1 * wiirde nach 
Zeeman [ 1.51 die 3-dimensionale Poincare-Vermutung auf die Andrews-Curtis-Ver- 
mutung fur kompakte, zusammenziehbare K’ reduzieren. Diese Frage ist ein Gegen- 
stand weiterer Untersuchungen. 
Wir werden von Satz 1 ohne zusltzliche Muhe eine n-dimensionale Fassung 
beweisen: 
,I f I 
SATZ l(a). Fur kompukte, zusammenhangende Polyeder K”, L” ist K” n L” 
gleichwertig mit der Existenz eines K,“, welches K” f K,” und 
K,” x ILL,” (5a) 
fiir ein zu L” p.1. homiiomorphes L,” erfiillt. 
Cohen hat in Satz 3 seiner Arbeit [4] fur aile n z 3 kompakte, zusammenziehbare 
Polyeder K” mit K” x Ix* angegeben. Fur nf 2 folgt nach Wall [II] aus K” n * 
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aber K” n * und damit wegen Satz la, dab eine geeignete Erweiterung K,” die 
Zeeman-Eigenschaft K,” X IL* hat. Bei Satz la sind also die Erweiterungen im 
allgemeinen nicht vermeidbart. 
In seinen Beweis geht als ein wesentliches Hilfsmittel die folgende simpliziale 
Normalform fur einfache Homotopieaquivalenzen zwischen kompakten Polyedern 
ein: 
nil 
SAT2 2. K”, L” seien kompakte Polyeder mit K” /& L”. Dann existieren 
simpliziale Unterteilungen K’” von K” resp. L’” von L” mit 
K’“j,X” ,$& Y” <L;“, wobei Ll” zu L’” simplizial isomorph ist. 
Dabei bedeuten $ resp. < endliche Folgen elementarer simplizialer Erwei- 
n+l, s 
terungen resp. Kollapse; m bezeichnet eine endliche Folge von Schritten, 
bei denen je ein (n + I)-Simplex aufgebaut und anschliehend sofort wieder kollabiert 
wird, sogenannte direkte simpliziale Austausche. Satz 2 ist also eine simpliziale und 
n-dimensionale Version des Lemmas von Wright ([13], Lemma 2), aus welchem sich 
u.a. die obenerwlhnte Gleichwertigkeit von K2 h L* und der Q**-Aquivalenz . 
zugeordneter Prasentationen folgern IHBt, vergleiche Young [ 141. 
Der Beweis des Satzes 2 stammt vom ersten, der des Satzes la vom zweiten Autor. 
Satz 1 wurde im Anhang von [9] bereits angekilndigt. Ferner sei darauf hingewiesen, 
dab Alice Borst [2] und Klaus Walter [12] kiirzlich im AnschluB an die Ergebnisse 
dieser Arbeit statt der hier dargestellten simplizialen Methode einen zellularen Beweis 
von Satz 1 gegeben haben. Sie kommen dadurch insbesondere fur konkrete Beispiele 
mit einer wesentlich geringeren Anzahl elementarer Erweiterungen bei der Konstruk- 
tion eines K,’ fur (5) aus, als sie sich aus dem simpliziaen Verfahren ergibt. Fur die 
unter (6) angegebenen Prasentationen bendtigen sie z.B. nur gewisse Kragen an das 
I-Gertist, und zwar soviele, wie die Anzahl der Zeilenoperationen betragt, mit der die 
Matrix f T 
( 1 
auf Diagonalgestalt reduziert werden kann. 
92. BEWEISE 
(a) Wir beweisen zuerst Satz la unter Verwendung des Resultates von SATZ 2: 
Die Notwendigkeit der Bedingung K” n L” ergibt sich analog (l), (2), (3) aus 
ntl 
K” f K” x I L L,” und L,” /L L”. Fur die umgekehrte Beweisrichtung ergibt Satz 
2, da13 es reicht, 
K,” x IL Y,” (5b) 
fur ein geeignetes K,” L X” zu zeigenS, wobei Y,” zu Y” p.1. homoomorph ist. 
‘Fur den Fall n = I von Satz la und nicht einpunktiges K hat Klaus Sauermann jedoch in [IO] gezeigt, 
da8 (Sa) mit K, = K moglich ist. fiberdies kann dabei die Einbettung von L in K x I so erfolgen, dag sie 
einen beliebig vorgegebenen Isomorphismus der (freien) Fundamentalgruppen realisiert. 
i’Die Erweiterungen von K” zu K,” setzen sich also zusammen aus denen von K” nach X” und denen 
von X” nach K,“. die im folgenden angegeben werden. Wenn K” Kollabierretrakt einer (n + l)-Mannig- 
faltigkeit ist. konnen beide Sorten von Erweiterungen diese Eigenschaft zerstoren. 
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X” = Xg” p& X,” . . . n x; = Y” (7) 
eine Folge direkter simplizialer Austausche gemal Satz 2. a:-’ sei das Simplex, 
tiber das der Austausch X,” h X:+, erfolgt, CT: seine freie Seite in X,“, q” die 
entsprechende in Xy+,. Wir durfen cr:# r: annehmen, weil sonst der betreffende 
Austausch tiberfltissig ware. 
Nach Dierker [5] gibt es eine p.1. Einbettung fi von XY+, als Kollabierretrakt in 
Xi”xI: 
Fig. I. (n = I). 
q” wird dabei auf ((~37,“) x I) U (((am:+‘)- ?F) x (1)) abgebildet§. Da Xi” x I auf 
fi(Xy+,) kollabiert-in der Figur ist die Reihenfolge der Kollapse durch Pfeile mit 
Zahlen angedeutet-, kollabiert X/’ x I such auf eine regulare Umgebung von f;(XY+,), 
s. (I$!, Lemma 3.1). Im allgemeinen besitzt diese regulare Umgebung jedoch bei (a~,“) x (0) 
lokal keine Kragenstruktur. fi 1lBt sich daher nicht immer zu einer Einbettung von 
X;+, x I nach X: x I fortsetzen. Dies wtirde jedoch einen induktiven Beweis von Satz 
la nach der Anzahl der Austausche bei (7) ermoglichen, was unser Ziel ist. 
Wir modifizieren daher die Konstruktion, indem wir Xr urn einen Kragen Ci von 
&rr erweitern. Im Bild von T: werde (a~/‘) x I durch den gemal. Fig. 2 gegebenen 
“Umweg” durch ci x I ersetzt: 
Fig. 2. (n = I). 
PBei (simplizial unterteilbaren) CW-Komplexen treten an dieser Stelle bereits Schwierigkeiten auf. Ihre 
oberwindung war das Hauptproblem der Arbeiten [2, 121. 
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So erhalten wir eine p.l.-Einbettung f,: Xy,, x I +(X,” U c;) x I derart, dal3 
(Xi” u c;) x zLf;(x;+:, x 0 (8) 
gilt. 
Ferner wird von fi fiir Koordinaten x aus X:+,, die nicht in Gr liegen, nur die Hahe 
gestaucht, d.h., es gilt fi.ir sie 
fi(X, t) = (X, t’) mit t’ 5 t. (9) 
Bei allen Austauschen der Folge (7) bleibt das (n - I)-Geriist unverindert. oberdies 
kiinnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal3 
jedes ci die Vereinigung der Xr und die iibrigen 
Cj nur in C?T~ triffti. 
Dann ergeben die ji sowie (8) und (9) p.l.-Einbettungen 
g;: (X7+, U ( U Cj)) x Z-+(-Xi” U ( u Cj)) ' z 
j>i jzi 
mit 
(Xi” IJ ( U Cj)) X Zlgi(CxY+l u ( X, cj)) ‘I) 
jzi 
(10) 
(84 
und 
gi(x, t) = (x, t’) mit t’ 5 t fi_ir x65 Y.$ (9a) 
Aus (8a) folgt induktiv 
r-l 
(X0" U ( iyo Cj)) x ZLg(X," x Z)Lg(X,” x (0))~ g = gr-I ’ * * . ’ gO§. (11) 
r-l 
Mit K,” = X0” U ( U Cj) ist dies aber (5b), also die Behauptung, denn wir hatten: 
j=O 
X0” = X”, X,” = Y”, g ist mit seinen Faktoren eine p.l.-Einbettung; und K,” b X;,, gilt, 
weil sich die Gesamtheit der Cj wegen (10) ebenso wie jeder einzelne Kragen nach 
X”-’ wegkollabieren l%Bt, Q.E.D. 
(b) Die Bezeichnungen im Beweis uon Satz 2 sind mijglichst den Referenzen 
[7, 13, 141 angepal3t. Insbesondere werden isomorphe Komplexe als gleich angesehen, 
falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind. Fiir den Sachverhalt 
K’” >Xn f’?&, 
“+I.5 
Y” < L’” verwenden wir das Symbol K’ _ L’. 
Nach [14], S.4 und [7], Lemma 7. 2, S.162, reicht es, zu zeigen, darJ es zu jeder 
tWenn wir c, als Kragen in s, wshlen, ergibt sich diese Disjunktheitseigenschaft such aus der 
Konstruktion der Xr im Beweis von Satz 2, S.U. (17). 
j(9) ermBglicht die g, als Fotsetzungen der f,. (9a) wird im folgenden nicht ben6tigt. 
&Da wir bei X; keine Aufdickung mehr beniitige. kiinnte fiir i = r- 1 das urspriingliche Dierker- 
Verfahren verwendet werden und c,-, entfallen. 
Deformation 
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ll+l.S n+l.S 
D: K’ 7 2 L L’ eine Deformation 
ll+l.X 
D’: K’m L’ gibt, 
d.h., wir miissen bei D nur (n + I)-dimensionale simpliziable Erweiterungen und 
Kollapse betrachten; diejenigen kleinerer Dimensionen bereiten keine Schwierig- 
keiten. 
Die Grundidee des Beweises hierfiir ist diejenige von [13], Lemma 2; sie wird 
jedoch simplizial modifiziert. 
Man numeriere die (n + l)-Simplexe E,, E2,. . ., ER in der Reihenfolge, in der sie in 
D expandiert werden und bezeichne mit Fj die Seite von E,, durch die Ei in D 
kollabiert. Man beachte, da8 dann nach dem Argument von [13], Lemma 2 
Zyklen von Inzidenzen: Fk, < Ek2, Fkz < Ek,, . . ., Fk, < &, (12) 
nicht vorkommen konnen. 
Wie in D konnte man zwar fur D’ E, expandieren und sofort darauf von F, her 
kollabieren; Ei (i > 1) wird aber im allgemeinen nicht mehr expandiert werden 
kbnnen, denn es konnen gewisse Fi (j < i) Seiten von E, sein. Statt E, “mul3” eine 
geeignet zu konstruierende p.l.-Kugel mit Randsingularitaten, Ei*y expandiert werden, 
welche die gleiche Seite G; wie Ei anbaut und von Fi her kollabiert werden kann. Wir 
werden zeigen, daB 
statt des “Austausches” tiber E;* eine simpliziale 
n+l,s 
Deformation wgewahlt werden kann, die im 
Ergebnis Gi hinzuftigt und Fi entfernt, und (13) 
die dabei entstehende Deformation 
nt1.r n+l,s nil.5 
K’m m . . .D L’ sich zu 
der Deformatio.; D’ umordnen IaRt. 
(14) 
Zusltzlich zu den E, betrachten wir (n + l)-Simplexe Ei, die zueinander und zu 
2 = K’ U ( U E;) disjunkt sein mogen. Der Rand jedes ,??i werde durch einen sim- 
plizialen Isomorphismus auf den von Ei c 2 bezogen. 1st Fj(j < i) eine Seite von E,, so 
unterteilen wir die entsprechende Seite von ,!?i durch eine elementare sternfiirmige 
Unterteilung und andern die Abbildung von a,!?i nach Z derart ab, da0 die betreffende 
unterteilte Seite isomorph auf dEj - ~j fallt. Liegt ein Fk (k < i) in aEj - fij, SO werde 
mit dessen Urbild in der modifizierten Abbildung von ,??i analog verfahren, usw., 
wobei spater im allgemeinen mehrere Urbildsimplexe analog zu behandeln sind. Dies 
Verfahren ist wegen (12) widerspruchsfrei erklart und bricht nach endlichvielen 
Schritten ab. Es liefert eine simpliziale Abbildung $i: (ag;)‘+ Z einer sternfiirmigen 
Unterteilung des Randes von ,‘?i, d.h. des Ergebnisses einer endlichen Folge elemen- 
tarer sternfiirmiger Unterteilungen. 4; ist zwar im allgemeinen kein Isomorphismus 
zwischen (a~i)’ und ~,+((a,??,)‘), bildet aber immer noch n-Simplexe auf n-Simplexe ab. 
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Nun nehmen wir Kegel Pi . (aEi)’ mit Pi E IZ'i und bilden die Normalunterteilungen 
derselben rel. (a,?Zi)‘. Diese mogen &’ heihen und erfiillen a(Ei’) = (8Ei)‘. Der Quotient 
von j?i’ unter der von J/, bewirkten Identifikation von Bild- und Urbildpunkten ist 
wiederum ein Simplizialkomplex und das gewtinschte E:. 4; kann zu einer surjek- 
tiven simplizialen Abbildung E;‘+ E;* erweitert werden, bei welcher hiichstens ver- 
schiedene Punkte von a,??;’ dasselbe Bild erhalten. Ferner sind Fi und Gi frei in E,* 
und Bilder nichtunterteilter n-Simplexe von l?i. Wir dtirfen dabei im folgenden Fj* Gi 
annehmen weil sonst das betreffende Ei* entbehrlich ware. Die geschilderten Eigen- 
schaften der Quotientenbildung J?;‘+ E;* ermoglichen den Nachweis von (13)-mit 
der vereinfachten Bezeichnung E statt &aus: 
1st E ein (n + I)-Simplex und sind F, G verschiedene Seiten von E, 
so gilt fur eine (beliebige) sternformige Unterteilung E' von E: 
(aE - G)' m (aE - F)'i, wobei die Deformation so gewahlt werden 
kann, dal3-von F' und G’ selbst abgesehen-nur Simplexe von E' expan- 
diert, Kollabiert oder ausgetauscht werden, die nicht im Rand von E' liegen. (15) 
Urn diese Aussage exakter zu fassen, definieren wir: 
Fiir Teilkomplexe L, M von K bedeutet das Symbol Lm M in K: 
Es existieren Folgen von Teilkomplexen L = Lo, L1,. . ., Lp = M von k: sowie K = 
KozR,~ . . . _> Kp, wobei fiir Li + Li+l entweder (a) oder (/3) oder (y) gilt: 
(a) L;<Li+l=L;-A"-B"-'(m<n+ l)undKiLKi+l mit&+,= Ki-A-B (d.h. 
insbesondere A, B E Ki C K); 
(p) Li /J Lj+j = Li- B” + C" ist elementarer (n + I)-Austausch (tiber das (n + l)- 
Simplex A E K; wird B E Ki durch C E K ersetzt) und KiLKi+l = Ki - A - B; 
(y) LifL;+,=Li+A"'+B"-' (m <n+l) A, BEK und Ki+l=Ki. 
Mit dieser Definition folgt: 
Eine beliebige Deformation Lm M in K Iii& sich stets zu 
einer Deformation umordnen, bei der zunachst alle Expansionen, dann alle 
(n + I)-Austausche und dann alle Kollapse ausgefiihrt werden. (16) 
Man kann namlich Kollaps-Expansion, Kollaps-Austausch und Austausch-Expansion 
jeweils in umgekehrter Reihenfolge ausftihren. (Beachte dabei, daB der Durchschnitt 
zweier Simplexe aus Kj leer oder eine gemeinsame Seite beider ist, daB bei (n + I)- 
Austauschen das (n - l)-Geriist erhalten bleibt und alle Expansionen am (n - l)- 
Gertist ansetzen sowie nach Definition stets Ki+, Teilkomplex von Ki ist!) 
Wegen (16) braucht man zum Beweis von (15) mit den gleichen Bezeichnungen wie 
in (15) nur noch zu zeigen: 
n+l 
(aE- G)'m(aE- F)‘in E'. I 
E' ist sternfdrmige Unterteilung von E, d.h. es gibt eine Folge E = UO, UI, . . ., U,,, 
U, = E', wobei Vi_, aus Vi durch einmaliges sternformiges Unterteilen nach 
einem Punkt GA, entsteht. Ein simplizialer Teilkomplex S von E' heil3e Simplex 
+‘“’ bedeutet stets die durch E’ induzierte Unterteilung. ‘b’Sternf6rmige Unterteilungen verwenden wb 
u.a. such deshalb, weil bisher keine n-dimensionale Verallgemeinerung des Satzes von Chillingworth [3] 
bewiesen wurde. [3] enthllt iibrigens einen-allerdings reparablen-FehlschluB. 
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erster Stufe in E’, wenn IS( ein (n + I)-Simplex von U,, d.h. von der zuerst aus- 
gefiihrten sternftirmigen Unterteilung von E ist. S heiBe Simplex k-ter Stufe in E’, 
wenn S Simplex erster Stufe in T ist, wobei T Simplex (k - I)-ter Stufe in E’ ist. 
Der Beweis wird nun mit vollstandiger Induktion nach der maximalen Stufe k 
eines Simplexes in E’ gefiihrt. 
Wir iiberlassen die Induktionsverankerung dem Leser. (Fiir dim E = 2 oder 3 folgt 
sie z.B. sofort, indem man sich alle maglichen Fslle gesondert betrachtet; fiir dim E 
= n + 1 kann man folgendermal3en vorgehen: 1st h die Dimension des Simplexes 
von E’, in dem Q, liegt, und bezeichnet man die Behauptung mit E(h), wenn Q, nicht 
in F liegt, bzw. mit F(h) wenn Q, in F liegt, so sieht man, dal3 E(1) wahr ist, aus E(h) 
stets F(h) folgt und aus F(h) stets E(h + 1) folgt.) 
E’ enthalte nun also Simplexe hachstens (k + I)-ter Stufe. Nimmt man die Un- 
terteilung U, von E, so zerfallt E’ in (hlichstens n + 2 viele) Simplexe hiichstens k-ter 
Stufe. In der gleichen Reihenfolge wie bei der Induktionsverankerung (also in der 
gleichen Reihenfolge wie bei k = 1 fiir V,) fiihrt man nun: 
(i) jede Expansion aus. (Wurde bei k = 1 ein m-Simplex A expandiert (m < n + I), 
so ist A’ eine sternf6rmige Unterteilung von A und kann daher in einer Folge von 
simplizialen Expansionen aufgebaut werden.) 
(ii) jeden (n + I)-Austausch aus. (Dies ist nach Induktionsannahme miiglich.) 
(iii) jeden Kollaps aus. (Dies ist analog zu i) in einer Folge simplizialer Kollapse zu 
erreichen.) 
Damit ist (15) und such (13) bewiesen. 
Aus (16) ergibt sich nun aber such sofort (14), denn nach Konstruktion der Ei* (F, 
frei in Ei*, Ei* II I$* = 0 fiir if j, Fig Ej* fiir i < j und Gin Ei* fiir j < i) kann man die 
Deformationen in (13) als 
Deformationen in K’U 6 Ei* auffassen. 
i=l 
(17) 
Mit dem Nachweis von (13) und (14) ist der Beweis von Satz 2 erbracht, q.e.d. 
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